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.‘.*. U n IverSIdad CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE DE 2016
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EJERCICIO DE: MATEMATICAS II
TIEMPO DISPONIBLE: 1 hora 30 minutos

PUNTUACION QUE SE OTORGARA A ESTE EJERCICIO: (véanse las distintas partes del examen)

Elija una de las dos opciones propuestas, A o B. En cada pregunta se sefiala la puntuacion maxima.

OPCION A

1. (3 puntos)

a) (2 puntos) Determine para qué valores de k el sistema que aparece a continuacién es compatible
determinado, compatible indeterminado o incompatible:

x+y+kz=6

x+ky+z=0

kx—y+z=-6
b) (71 punto) Resuélvalo, si es posible, cuando k = —1.

SOLUCION.

La matriz A de los coeficientes y la matriz B ampliada son:

k 1 1 k 6
-1 1 k -1 1 -6

Estudiemosy comparemos el rango de ambas matrices segun los valores de k:

El mayor rango posible de ambas es 3. El Unico menor de orden 3 de A es

1 1 k
1 k 1|=k+k-k-kK-1+1=—k*+k=0 = k(—k2+1)=0 = k=0, k=-1, k=1
k -1 1

»Para k#0,—-1y1: rgA=rgB=3=n2 deincégnitas = el sistema es compatible determinado.

1 1 0|6
» Para k=0, las matrices de los coeficientes y ampliada son: 1 0 1|0
0 -1 1|-6

11
Como el menor de orden 2 de A: ‘1 O‘:—lio = rgA=2

Orlamos este menor con los términos independientes:

1 1 6
1 0 0|=-6+6=0 = rgA=rgB=2< n2deincognitas = el sistema es compatible indeterminado.
0 -1 -6
1 1 -1|6
» Para k=-1, las matrices de los coeficientes y ampliada son: 1 -1 110



1 1
Como el menor de orden 2 de A: ‘1 1‘=—2¢0 = rgA=2

Orlemos este menor con los términos independientes:

1 1 6
1 -1 0|=6-6-6+6=0 = rgA=rgB=2< n2deincognitas = el sistema es compatible indeterminado
-1 -1 -6

1 1 6
* Para k=1, las matrices de los coeficientes y ampliada son: 1 1 1|0
1 -1 1|-6

1 1
El menor de orden 2 de A: ‘1 1‘=—2¢0 = rgA=2

Orlemos este menor con los términos independientes:

1 1 6
1 1 0|=—6-6-6+6=-12#0 = rgB=3 = rgA#rgB = el sistema esincompatible
1 -1 -6

b) Para k=-1 el sistema es compatible indeterminado. Consideremos las dos primeras ecuaciones y la incognita z
como pardmetro (z=A\):

X+y=6+A
= 2x=6 = x=3,y=3+4+A,z=A

X—y=—A

2. (2 puntos) Determine la ecuacion de la recta, expresada como interseccién de dos planos, que pasa
por el punto (1,—1,2)y es perpendicular al plano determinado por los puntos A = (1,0,1),
B=(321) C=(2,-1,0).

SOLUCION.

El vector Gi=ABxAC es perpendicular al plano vy, por tanto, direccional de la recta:

AB=(2,2,0) I .
. U=ABxAC=(2 2 0 |=-2i-2k-2k+2j=(-2,2,-4)//(1,-1,2)
AC=(1,-1,-1) 1 1

La ecuacion continua de la recta es: que es la ecuacion

-1 2 2x—2=2-2 2x—z=0
de la recta expresada como interseccion de dos planos.

x—1 y+1 z-2 {—X+1=y+1 {x+y=0
= = Pamst =

3. (5 puntos)

a) (1 punto) Determine, si existen, todos los valores de los parametros a y b para que la funciéon que
aparece a continuacion sea continua:
ae* si x<0
flx) =11 —x? si 0<x<1
b(1—e*1) si x=>1
b) (1 punto) Considere ahora que a = 1. Usando la definicion de derivada, estudie si la funcion es
derivable en x = 0.



¢) (1,5 puntos) Determine:

lim (ln(x))zl?

X—+400

d) (1,5 puntos) Determine:

f (In(x))? dx
Vx
SOLUCION.

a) Las funciones definidas en cada uno de los trozos son continuas (exponencial, polinémica). Habrd que exigir la
continuidad de la funcién en los puntos de empalme x=0 y x=1:

» Continuidad en x=0: debe ser lim f(x) = lim f(x)
x—0" x—0"

lim f(x)=1im (aex):ae0 =a

x—0" x—0

lim f(x)=|.'m(1—x2)=1

x—0" x—0

= a=1

* Continuidad en x=1: debe ser lim f(x)= lim f(x)
x—1"

x—>1"
lim f(x)=lim (1-x")=0
x—1" x—1
= lafuncidn es continua en x =1independientemente del valor de b.
lim f(x) =lim [b(l—e“ﬂzb(l—eo):o

x—>1"

Por tanto, la funcidén es continua para a=1y Vb.

e* six<0
b) Lafuncidn, en el entorno de x =0, esta definida asi: f(x)= R
1-x si0<x<1
. ) \ - f(x)-f(a)
Para a=1 sabemos que la funcién es continua en x=0. Recordemos que f'(a)=lim ———— y que para que la
X—a X_a
f(x)—f f(x)—f
funcidn sea derivable en x=a debe ser f'(a”)=f'(a") < lim M: lim M
x—a~ X—a x—a’ X—a
f(x)—f(0 -1 L'H X
£(0) = lim (=IO €= 0 ey
x—0" — x—>0 x—>0
° x=0 XZ 0 , 1 = f'(07)=f'(0") = lafuncidn no es derivable
ey T)=f0) . 1-x"-1 . —x
f'(07) = lim —————=lim ——— =Ilim — =Ilim (—x)=0
x—0" x—0 x—0 X x>0 ¥ x—0
en x=0

c) L= lim (Inx)ei* =’ (indeterminacién) = InL=In [Il’m (Inx)elx}z lim [In(lnx);}z lim {%In(lnx)}zfz
0

X—>+00 X—>+00 X—>+0 X—>+00 e
1 1
. . Xy 1
(UHépital) = lim Inxx X=|m ———=0 = L=e"=1
X—>+00 e x->+0 x.lnx-e

d) Resolvamos la integral por el método de partes:

, u:(lnx)Z = du:Z(Inx)~1dx
I:I(Inx) dx = 1(/ :Z«E(Inx)z—fZxﬁl(lnx)-%dx:

2
Jx dv=idx = v:jx’l/zdx:x =2.%

x 1/2




1
u=Inx = du=-dx

1 X
=2 (i 8 (i) - o |
K dv=idx = v—j x V2 dx =X =2Jx

I 12
=2\/;-(Inx)2 —4[2x/;lnx—j 2\/;%dx}=2\/;-(lnx)2 -8 \/)?Inx+8.|‘x’1/2 dx =2 \/;-(Inx)2 —8JxInx+16Jx +C

OPCION B

1. (3 puntos)

a) (1,5 puntos) Determine la matriz inversa, si existe, de la matriz siguiente:

2
M=(o
2

-1 2
1 o
-2 1

En caso de que exista, compruebe que la matriz encontrada es efectivamente la inversa de la matriz

M.

b) (1,5 puntos) Determine la matriz A%> + B? siendo A y B las matrices solucién del siguiente sistema:

2A+B:(1 4)

2 0
1 -1
a-B=( )
1 0
SOLUCION.
2 -1 2
a) IM|=|0 -1 0[|=—2+4=220 = 3IM"
2 -2 1
2 -1 2 -1 0 2
Calculemos la matrizinversa: M= 0 -1 0 | —29™ Adj(M)= -3 -2 2 % (*)
2 21 2 0 -2
-1 0 00 0 -1 -1 2 2 2
11:_2 1:_ , 12:_2 1: 13:2 _2: , 21:__2 1:_ , zz:2 1:_
2 -1 -1 2 2 2 2 -1
z3=_2 _2= , 31=_1 0= ’ 322_0 0= , 33=O 1 ==
-1 -3 2 . t /2 -3/2 1
(Adj (M) . t M! 1 (AdJ ( )) / /
() s (Adj(M))=| 0 -2 0 | ¥ M = 1 0
2 2 2 1 1 -1

Comprobemos que M™ es la matriz inversa de M:

2 -1 2 -1/2 -3/2 1 100
MM'=l0 -1 0 |- 0 -1 0 |=l0 1 0
2 2 1 1 1 0 01

b) Calculemos las matrices Ay B:

4

=l, luego, en efecto, lo es.




" Olj s sa(12) = a2
1
-t THE HEIHE Y
2T
(P HE D)

2. (2 puntos)

N A2+BZ=(13/9 2/3}{1/9 —2/3]2(14/9 Oj

23 1 0o o 2/3 1

a) (1,5 puntos) Determine el valor del pardmetro "a" para que el plano
nm:x—3y+az=—6
sea paralelo a la recta:

(2x=3y =1
r'{x + 3z=-7

b) (0,5 puntos) Determine el angulo entre esa recta r y el plano:
T:2x—3y—2z+6=0
SOLUCION.

a) Elvector n=(1,-3,a) esnormal al plano m.

Obtengamos un vector u direccional de la recta r. Para ello, necesitamos obtener dos puntos de la misma:

{ZX—3y:1 Parax=-1:y=-1,z=-2 = A(-1,-1,-2) = AB=(3,2,-1)
u= = &,

- _
x+3z=-7 Parax=2:y=1,z=-3 = B(2,1,-3)
El plano y la recta son paralelos si los vectores n y u son perpendiculares < n-ui=0:
n-i=3-6—-a=0 = a=-3

b) n=(2,-3,-1) es un vector normal al plano 1 y u=(3,2,—1) un vector direccional de la recta r. El dngulo a

que forman la recta y el plano es el complementario del que

A _ forman los vectores U y n.
_ n
N De la definicién del producto escalar se tiene:
ﬁ (n j |u-n| |6-6+1| 1
cos| ——a |=—F——= =—
- 2 ld]|n] o+4+1a+o+1 14

\ = 90°-a=85°54'14,24" = a=4°5"'4576"
r



3. (5 puntos)

a) (3 puntos) Considere la funcion:

B 4
f(x)—x+;

a. 1) (1,5 puntos) Determine el dominio y las asintotas, si existen, de la funcion f(x).
a. 2) (1,5 puntos) Determine los extremos relativos y puntos de inflexién, si existen, de la funcidon
f ().
b) (2 puntos) Determine el area limitada por la curva f(x) = —2 sen (;—C) ylasrectas x =0, x=m yel
eje de abcisas y = 0.

SOLUCION.

4 x'+4 o -
a.1) =Dominio: f(x)=x+—= X es una funcién racional cuyo dominio es: D(f)=R—{ 0 } .
X X

* Asintotas: La funcién tiene una asintota vertical x=0 pues

, 4 . . ) A\
lim [x+—j:oo. La posicion relativa de la curva respecto a la asintota es: _
x—0 X

, 4 , 4
lim | x+—|=—-0 , |lim | x+—|=+4o
x—0" X x—0" X

La forma en que estd expresada la funcidn nos indica que la recta y=x es una
asintota oblicua de la funcion. La posicién relativa de la curva respecto a la

asintota es: /‘ \v
lim (f}o , lim KEJ =0"
X—>—00 X X—>—+00 X

4
a.2) f'lx)=1-—-=0 = ¥ —-4=0 = x=-2, x=2 (puntos criticos)
X

8x
fiix) =2 =2
™) x*

8 ‘ f'"(-2)<0 = Enx=-2 lafuncidon tiene un maximo relativo: (—2 , —4)
3
X

f'(2)>0 = Enx=2 lafuncién tiene un minimo relativo: (2,4)
Puesto que f"(x)=0 VxeD(f) lafuncidn no tiene puntos de inflexion.

b) Calculemos los puntos de corte de la funcidn con el eje de abscisas:

X X X
—25en(£j:0 = sen[zjzo = E:0+kn = x=2kn = x=0,x=2n, .. luego entre x=0 y x=T
no hay otros puntos de corte.

Tenemos:

sl

A= = =

el

(4cosgj—(4coso)‘:| —4 |:4 2

= —4Insen X -ldx
0 2)2



