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Pero UW? =UH* +WH?*, IW?* = (WH - ID)* + HD?, con lo que la anterior condicién
es equivalente a

UD? -2WH - ID =UH* ~ HD* = UD(UD - 2HD), WH nw@%u

y el problema se reduce a demostrar que esta tltima expresion es la mitad de la altura.
Llamando s al semiperimetro de ABC, tenemos que BD=s-b CD=s5-c,
BH = ccosB, y al estar U definido como el punto sobre BC tal que su potencia es iz
misma respecto de @ y €, y llamando ¥ al 4rea de ABC y usando la formulz de
Heron para la misma, tenemos

,. -l N
UD* = (UD-BDYUD+CD),  up=P2CD _[s=Bfs=d) =
CD - BD b-c s(b—c)s-a)

Luego

ha(s—b~-ccosB) wAn?+@+&|mglnN|nN+vuv
WH = = =
2 (b-cls-a) 2 (b-cfp+c-a)

_ h Analmvlnb +v~_ h

2 b-cfptc-a) 2

como queriamos demostrar.
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f ﬂIWIAww+~ f(3) |=0. Hemos de demostrar que f tiene un cerd. Sea a, tal que

f(a)=0. Poniendo ahora y =a en (1) resulta f(a+2f(x))= f(x+af(x)) para todo

xe R Asi por la inyectividad de f, a+2f(x)=x+af(x) para todo xe R. Como
xX—a

a#2, f(x)= 7 a

proporciona dos tnicas soluciones de la ecuacién funcional inicial f(x)=0 vy

fx)=x-1.

. Sustituyendo esta funcién en (1) resulta que a=1, lo que

3. Sean x y n enteros tales que 1<x<n. Disponemos de x+1 cajas distintas y
n—x bolas idénticas. Llamamos f(n,x) al nimero de maneras que hay de
distribuir las n—x bolas en las x+1 cajas. Encontrar los enteros » mayores que
1 para los que se verifica que el nimero primo p es divisor de f(n,x) para todo
xe{l,2,..n-1}

SOLUCION. Claramente f(n,x) es el niimero de combinaciones con repeticion de
x+1 elementos tomados de #—x en n— x. Es decir,

x+)+(n-x)-1 n

fnx)=CR(x+Ln-x)= (+D+( ) = |
n—x X

Vamos a probar que los n buscados son todos los de la forma p® con a entero positivo.
Sea m, la p-parte del entero positivo m, es decit si m= p°q (con g=>1 entero),
m, = p°,siendo a >1 entero. Ahora probaremos el siguiente resultado previo:
Sim, = p°, entonces (m~-1i), =i, paracada ie Tuwu..sﬁa |_V
En efecto, si i, = p* entonces k <a y es obvio que hk_ASIP luego i, <(m—1),.

Reciprocamente, si (m—i), = p*, ha de ser k <a porque si no seria p°

i. Ahora,
p*|i porque ﬁ»_s y .u*_?_l‘v. Es decir (m—1i),<i,.

A continuacién probaremos que si p es primoy n un entero mayor que 1. Entonces p
n

divide a paratodo xe{1,2,..,n-1 } siysolosi n= p”con a entero.
X

n
Si .w_ “ paratodo x e ?Nu.é:l; l ] = n. Poniendo n, = p°, se tiene:

n) n(n-1)..(n-p°+1)
p° pip-11.2-1

n

y por el resultado previo concluimos que la p — parte de es 1, luego n=p°.

a

p
Reciprocamente, si n= p“, paracada x T, 2,..,p° -1 V
m-_p Pt -D..(p~—x+1)
x x(x-1).2-1

y de nuevo por el resultado previo, la p — parte de " es qu que es multiplo de p

X Nw,

por ser x < p°. "

4. Hallar todos los niimeros enteros positivos n y k, tales que
(n+1)" =2n* +3n+1.

SOLUCION. Humh.w n=1, la ecuacion se escribe 2 = 6, claramente falsa. Luego 7 > 2.
Por la formula del binomio de Newton,

,
n n
n? +|  |n® ..

) -1=n*
A:+v =+N 3

es miltiplo de n>. Tenemos entonces dos casos a analizar:

e k=1. Entonces, #* divide a 2n'+3n = Sn, es decir, ndivide a 5, conloque n=35

y la ecuacion se convierte en omuwmv claramente falsa.
e k>2. Entonces, n* divide a 2r + 3n, pero como divide a N:ﬁ también ha de
dividir a 3n, es decir, » divide a 3, con lo que n=3. Se comprueba ficilmente

que para n = 3, la ecuacion se convierte en 4° = 2x3* + 10, luego en 3“=27 = 3°

»

que es cierta siy solo sik=3.

5. Una sucesion Q..v..u se define mediante la recurrencia

al, +4

a=lLa,=5a,= , para n>3.

Ay
Demostrar que todos los términos de la sucesién son nimeros enteros y encontrar
una férmula explicita para a,.

SOLUCION. Observamos a partir de la definicion que aa,,=a_ +4 v
a,,.a,., =a; +4. Restando a la segunda ecuacién de la primera, resulta :

_ 2 2 2 _ 2

CienGpm A, = = Q. = A T4, = a, +a,a;,,

que es equivalente asuveza a,_(a,_ +a,,)=a,(q, +a,_,). Haciendo que 3<k <,
se obtienen

a,(a, +a,)=a;(a; +a,),

a,(a; +a,)=a,(a, +a,),

a,(a, +as)=as(a; +a,),
Q=-~A2=-~+Q=vuaau~ﬁn~.«_+Q=LVV

a,(a,,+ta,, )=a,(a,+a,,).

Multiplicando las igualdades anteriores y simplificando términos, resulta
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@ Problemal

Determinar razonadamente si el nimero A, =+/3n” +2n+2 es irracional para todo entero

no negativo n.

@ Problema 2

Hallar todas las funciones f: R — R de variable real con valores reales, tales que
=S+ f+2f(DN=flx+y/(x)
paratodo x,y € R.

@ Problema3

Sean x y » enteros tales que 1< x<n Disponemos de x+1 cajas distintas y n—x bolas
idénticas. Llamamos f(»,x) al nimero de maneras que hay de distribuir las »—x bolas en

las x+1 cajas. Encontrar los enteros » mayores que 1 para los que se verifica que el nimero
primo p es divisor de f(n,x) paratodo x€{1,2,..,n—1}

No esta permitido el uso de calculadoras.
Cada problema se puntiia sobre siete puntos.
El tiempo de cada sesion es de tres horas y media.
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@ Problema 4

Hallar todos los nimeros enteros positivos n y k, tales que (n+1)" =2n" +3n+1.

@® Problemas

Una sucesion (a, )n21 se define mediante la recurrencia

2
n-1

a
n—2
Demostrar que todos los términos de la sucesion son nilmeros enteros y encontrar una formula
explicita para a,,.

a

a=la,=5,a,= , para n23.

@ Problemaé6

Sea ABC un tridangulo acutangulo, @ su circunferencia inscrita de centro /I, Q su
circunferencia circunscrita de centro O, y M el punto medio de la altura AH, donde H
pertenece al lado BC. La circunferencia @ es tangente a este lado BC en el punto D. La
recta MD corta a @ en un segundo punto P, y la perpendicular desde / a MD cortaa BC

en N. Las rectas NR y NS son tangentes a la circunferencia Q en R y S respectivamente.
Probar que los puntos R, P,D y S estan en una misma circunferencia.

No esta permitido el uso de calculadoras.
Cada problema se puntiia sobre siete puntos.
El tiempo de cada sesién es de tres horas y media.



